Ill. TRANSFORMASI Z

3.1. Pengertian

Transformasi Z memainkan peran yang sama dalam analisis sinyal waktu diskret dan
sistem LTI (Invarian Waktu Linear) sebagai transformasi Laplace dalam analisis waktu
kontinu dan sistem LTI. Sebagai contoh, di dalam domain-Z (bidang—Z kompleks) konvolusi
dua sinyal domain waktu ekivalen dengan perkalian transformasi-Z yang berhubungan.
Transformasi-Z sinyal waktu diskret x(n) didefinisikan sebagai deret pangkat:

X(z)= D x(n)z™"
N=—o0
di mana z adalah suatu variabel bilangan komplek, yaitu z = re 1,

Im(z)
A

» Re(z)

karena transformasi Z adalah deret pangkat tak berhingga, transformasi ini hanya berlaku
untuk nilai-nilai yang deretnya konvergen. Daerah konvergensi (ROC) X(z) adalah himpunan
seluruh nilai z agar X(z) mencapai nilai berhingga. Jadi setiap waktu kita menyebutkan
transformasi z kita menunjukkan ROC-nya.

contoh:
tentukan transformasi Z sinyal-sinyal durasi berhingga berikut:

1. Xl(n) = {1/215171011}
. XZ(n) = {0/0111215171011}
3. X3(n) = {2/415171011}

4. X4(n)=0(n)
Xs(n) = 3(n-k), k>0
Xs(n) = 8(n+k), k>0

Jawab:

Xi(z) =1+22"+322+52°+72*+7%;, ROC:z#0
X(z) =22 +22° +52°+7°% ROC:z20

Xs(z) =222 +4z+5+ 72+ 2% ROC:z20danz # =
Xa(z) =1
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e. Xs(z)= z'k; ROC; zz20
f. Xe(z) =2 ROC; z # oo

Dari contoh di atas dengan mudah bahwa ROC untuk sinyal durasi-berhingga adalah seluruh bidang-z
kecuali mungkin titik z= 0 dan/atau z = oe.

Dalam banyak kasus kita dapat menyatakan jumlah deret berhingga dan tak-berhingga untuk
transformasi-z dalam persamaan bentuk-tertutup.

Contoh:

Tentukan transformasi-z dari sinyal

x(n) = (%)nu(n)
Jawab:

Sinyal x(n) terdiri dari jumlah tak berhingga dari nilai-nilai tidak nol
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Transformasi-z dari x(n) adalah deret pangkat tak-berhingga

11
x(m) = (L, (3), (E:F, (
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Inilah deret geometri tak-berhingga, jika (1/2) z* = A, maka persamaan di atas dapat dituliskan
sebagai:

1
X(2)=1+A+A*+A*+ .= A jika |A] <1
Konsekuensinya, untuk |%Z_1| < 1, atau ekuivalennya untuk |z| > %, X(z) konvergen untuk

1
= . ROC: = .
X(z) 1 IZI:‘—-2
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Apabila variabel kompleks dinyatakan dalam bentuk polar sebagai
z=rel®

Denganr = |z| dan 6 = £ z. Maka X(z) dapat dinyatakan sebagai

:(;.
X(E} z::ej'g s Z I(H)I_”,E_Jfl?ﬂ
A=—0C
ROC dari X(z), |X(z)| < eo. Tetapi
oo
X@I=| ) x(uyr e ™
R=—00
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Contoh:

Tentukan transformasi-z dari sinyal

J— n _ {I”& il 2 {}
x(n) =« u{n]_{ﬂ* n<0
Jawab:
o0 e8]
X(z) = Zﬂf”z "= Z{az_*}”
n=(] n=0

Jika|az| < 1 atau ekuivalennya, |z| >|a|, deret pangkat ini konvergen untuk 1/(1-az™).

Jadi kita mempunyai pasangan transformasi-z
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Figure 3.1.2 The exponential signal x(n) = o"u(n) (a), and the ROC of its z-
transform (b).

x(n) = a"u(n) «— X(z) = T ROC: |z| = ||

ROC adalah bagian luar lingkaran yang mempunyai jari-jari |o|. Jika kita mengatur o = 1, kita
memperoleh transformasi-z sinyal step unit.

x(n) = u(n) <> X(z) = i ROCill>1
Contoh:
Tentukan transformasi-z sinyal
0, n =1
— i J— — — -
x(n) = —a"u(—n—-1) 1_ Pom<—1
Jawab:
Dari definisi
-1 o0
X{_E) — Z {—'LT")Z-“ — _ Z(&—]z)f

R=—00C i=l

Dengan | = -n . menggunakan rumus
2 3 : 2 A
A+ AT+ A+ =AQ+A+ AT+ )=

Bila |A| <1 menghasilkan



a1z 1

1—alz 1—azl

X(z)=—
Yang menyatakan bahwa |a* z| < 1 atau eluivalennya |z| < |a|. Jadi

v(n) = —"u(-n—1) <> X(@) =-7———,  ROC:[| <la|

ROC sekarang adalah bagian dalam lingkaran yang mempunyai jari-jari |a|. Hal ini diperlihatkan
pada gambar berikut:
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Figure 3.1.3 Anticausal signal x(n) = —e"u(—n — 1) (a), and the ROC of its
z-transform (b).

Dari keunikan

1
x(n) = —a"u(—n — 1) «— X(z) = i pp=_ ROC: |z] < |a|

Dan

Kita melihat bahwa sinyal kausal o" u(n) dan sinyal non kausal -o." u(-n-1) mempunyai persamaan
bentuk-tertutup yang sama untuk transformasi-z, yakni

1

Z{a"u(n)} = Z{—anu(—n — 1} = =

Contoh:

Tentukan transformasi-z sinyal



x(n) =a"ulny + b"u(—n - 1)

Jawab:

Dari definisi
oo =1 fa's] o
X(z) = Zu:”z_” + Z 'z = Z(wz“l}” + Z(b‘]g}‘r
fe=l = n=i 1=1

Deret pangkat pertama konvergen jika |az™| < 1 atau |z| > |a]|. Deret pangkat kedua konvergen jika
|b?z| < 1 atau |z| < |b|. Dalam menentukan konvergensi X(z), kita perhatikan kasus yang berbeda.

Kasus 1. Im(z)

|b| < |a|: dalam kasus ini kedua ROC di
atas tidak overlap, seperti gambar di
samping. Konsekuensinya kita tidak
dapat mencari nilai z untuk kedua deret
pengkat konvergen secara simultan.
Jelasnya dalam kasus ini X(z) tidak ada.
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Kasus 2.

|[b] > |o|: dalam kasus ini ada cincin
dalam bidang-z dengan kedua deret *
pangkatnya konvergen secara simultan, [ < 1B

seperti diperlihatkan pada gambar di
samping. Maka kita memperoleh z-plane
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ROC for X(z)

ROCof X(z) is |a| < |z] < [b].
(b)

Contoh tersebut memperlihatkan bahwa jika ada suatu ROC untuk sinyal dua-sisi durasi tak-
berhingga, hal itu adalah cincin (daerah cincin) dalam bidang-z. Dari contoh di atas dapat dilihat
bahwa ROC sinyal bergantung pada durasinya (berhingga atau tak-berhingga) dan apakah kausal
atau anti kausal, atau dua-sisi. Fakta ini diringkas pada tabel di bawah ini



TABLE 3.1 Characteristic Families of Signals with Their Corresponding

ROCs
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